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Premiere peirtie : Groupes de cohomologie de Bott-Chern comme espaces de 
formes 

1. Definition des groupes de Bott-Chern 

On commence par rappeler la definition des groupes de cohomologie de Bott-Chern usuelle 
sur une variete complexe lisse, definis comme espaces de formes ([Dem93]). 

l.a. Invariants cohomologiques d'une variete complexe. 

Soit X une variete analytique complexe. On considere, pour k e {0, . . . , 2n = dim^X}, 
I'espace £''{X) des formes differentielles de degre k a valeurs complexes sur X. Celui-ci admet 
la decomposition 

S\X) = £P^i{X) 

p+q=k 

ou S^''^{X) dcsignc I'espace des formes de type (p, q) sur X. 

La differentielle d : £'^{X) £'^+^(X) se decompose sous la forme d — d + d avec 

d : £P''^{X) d : £P''^{X) SP''^+\X). 

Les invariants cohomologiques traditionnels sur X sont les groupes de cohomologie de De 
Rham et de Dolbeault, definis par 

, ^ _ ker(c^ : S''{X) S''+\X)) 



HUX, C) 
m'\X,C) = 



im{d : S''-^{X) Si^iX)) 
ker(d : SP'1{X) S^'^+^X)) 



Definition. Le groupe de cohomologie de Bott-Chern de bidegre (p, q) sur une variete complexe 
X est I'espace des (p, g')-formes d-fermees quotiente par I'espace des formes 99-exactes : 

ker {d : £P'1{X) £p+'^'1{X)) n ker {d : £P'1{X) £P'1+\X)) 



im {dd : £:p-1'«-i(X) ^ SP'1{X)) 



II est facile de voir que 0^ ^ H'^q{X, C) est muni d'une structure d'aigebre bigraduec induite 
par le produit exterieur des formes. 

La definition meme de ces differents espaces fournit des applications canoniques 
H^/^{X, C) ^ H^^'-^iX, C), C) ^ HI^\X, C). 

l.b. Cas d'une variete kahlerienne compacte. 

Si X est une variete kahlerienne compacte, la theorie de Hodge fournit le resultat tres utile 
suivant : 

Lemme 1.1 (du dd). Soit X une variete kahlerienne compacte et a une forme de type {p,q) 
d-fermee. Alors les conditions suivantes sont equivalentes : 

i) La forme a est d-fermee. 
a) La forme a est d-fermee. 

ii) La forme a est d-fermee. 
Hi) La forme a est dd fermee. 
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On deduit de ce resultat que les applications suivantes sont des isomorphismes : 

C) ^ HI'%X, C), //^'^(X, C) ^ hUx, C). 

p+q=k 

En particulier, la decomposition de Hodge est naturelle au sens ou cllc ne depend pas du choix 
d'une metrique kahlerienne sur X, de meme que la symetrie de Hodge, puisque par definition 

on a bien sur H'^Bci^, Q = H^cU^- 

I.e. Exemple dans le cas non kahlerien. 

La situation est differente dans le cas non kahlerien, comme le montre I'exemple de la variete 
d'lwasawa. Soit G le groupe de Heisenberg, constitue des matrices de la forme 

(1 X z \ 
1 y , e C, 

l) 

et soit r le sous-groupe discret des matrices de la meme forme dont les entrees sont des entiers 
de Gauss. On definit la variete d'lwasawa X comme le quotient G/T. Les formes holomorphes 
dx, dy et dz — xdy sur G, obtenues comme composantes de M~^dM, sont invariantes sous 
Faction a gauche de F. Elles induisent done des formes holomorphes a,(3,'~f sur X. Le fait que 
la forme 7 n'est pas d-ieimee (on a. d'y = —a A (3) entraine que X n'est pas kahlerienne. On 
peut facilement calculer les groupes de Dolbeault, De Rham et Bott-Chern a Faide des formes 
a, /3,7 (voir aussi dans [FG86] pour les deux premiers). 

Proposition 1.2. Le diamant de Hodge, les nomhres de Betti et le diamant de Bott-Chern de 
la variete d'lwasawa sont : 

1 1 1 

2 3 4 3 3 

2 6 3 8 2 8 2 

1 6 6 1 10 1 6 6 1 

3 6 2 8 3 4 3 

3 2 4 2 2 
111 

Demonstration. Les formes a,/?, 7 et leurs conjugucs cngcndrent la C°°(X)-algebrc des formes 
differentielles sur X. Pour M G G on note Tm Fopcratcur de multiplication par M, bien dcfini 
sur X et tel que rl^a = a, de meme que pour j3 et 7. Soit d/j, une mesure invariante sur X de 
volume 1, alors pour une forme u sur X la forme 



^ — 'Tm^ d^{M) 
Jm 

est a coefficients constants en a, /3, 7 et leurs conjugues. De plus si uj est d-fermee (resp. d- 
fermee) alors par homotopie a) lui est d-cohomologue (resp. 9-cohomologue) . En consequence, 
les groupes de De Rham et Dolbeault se calculent en testant la fermeture et Fexactitude des 
formes composees a partir de a,/?, 7. En particulier, on a une decomposition (qui n'est pas de 
Hodge) des groupes H^j^{X, C) selon Ic bidcgrc dc ces generateurs. Par exemple, 

Hl^{X,C)^ ({«A7},{/3A7})c 

© {{a A a}, {a A (3}, {(3 A a}, {p A p})^ 
©«{«A7},{^A7}>^ 
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Pour calculer les groupes de Bott-Chern, il faut tenir compte d'une part des formes d-fermees 
non (i-exactes, donnees par les groupes de De Rham, et d'autre part des formes rf-exactes mais 
non SS-exactes (telles que a /\ (5). Pour I'exemple, detaillons le calcul de H^q{X, C) : 

D'apres le calcul de C), une (2, 2) -forme d-fermee est d-cohomologue a une combi- 

naison lineaire des formes suivantes : 

Q;A7AaA7, a Aj A (3 A^, (3 Aj Aa A^, (3 Aj A (3 A^. 

II suffit done de traiter le cas d'une forme d-exacte, que Ton notera cu — drj. En decomposant rj 
selon son bidegre on obtient les equations : 

Si rp'^ est (9-exact, disons rp'^ = d^, alors u = d{ri — d^) on r] — d^ n'a pas de composante 
de type (0,3), done on peut supposer 77°'^ = 0. On peut ainsi se ramener au cas 011 77°'^ est 
une forme a coefficients constants en a, (3, 7, dont la classe est un generateur de H^'^(X, C). En 
I'occurence, ce groupe est de dimension 1, engendre par la classe dc a A/9 A7 qui est une forme 
9-fcrmcc. On deduit alors de la seconde equation que drj^''^ = 0. Si ry^'^ est 9-exact, Ic tcrme 
drj^''^ dans uj est dd-cxact et ne donnc done pas de contribution au groupe de Bott-Chcrn. On 
peut ainsi supposer que 77^'^ est une des formes a coefficients constants en a, (3, 7 generateur de 
H^''^{X, C), c'est-a-dire I'une des six formes suivantes : 

aAaA7, a A /S A^, (3 Aa A^, [3 A (3 A^, ^ Aa A^, 7A/9A7 

Parmi celles-ci, les quatre premieres sont (9-fermccs mais pas les deux dernieres ; on a en effet 

(9(7 A a A 7) = -a A /? A a A 7 et ^(7 A /3 A 7) = -a A /5 A /5 A 7 

Ces deux elements vont donner deux nouvelles classes dans H^^- Par symctric, la meme etude 
conccrnant drf'^ fournit les deux classes conjuguccs, et on obtient finalemcnt 

H^ci^^ Q = ( {« A 7 A a A 7}, {a A 7 A ^ A 7}, {/? A 7 A a A 7}, {/9 A 7 A /? A 7}, 
{a A /3 A a A 7}, {a A /3 A /3 A 7}, {a A 7 A a A {/3 A 7 A a A /?} 

qui est de dimension 8. □ 

Dans les tableaux suivants, on recapitule les generateurs des differents groupes de cohomologie 
considcrcs. On constate que pour ccttc varictc I'application H^^{X,C) — > i/|'^(X, C) est non 
surjective pour p = 1 (par exemple, 7 n'a pas d'antecedent) et non injective pour q = 2 (par 
exemple a A P — 9(— 7) n'est pas dd exacte). 

2. Theorie de Hodge de la cohomologie de Bott-Chern 

2. a. Isomorphismes de Hodge classiques. 

Soit X une variete complexc compacte munie d'une metrique hermitienne uu. Celle-ci permet 
de definir les adjoints des operateurs d, d, d et les laplaciens associes : 

A = dd* + d*d : £^{X) £^{X), 
A' = dd* + d*d : SP'1{X) SP'1{X), A" = dd* + d*d : SP'1{X) SP'1{X). 

On note 7f^(X) I'espace des formes harmoniques globales pour le laplacien A agissant sur les 
formes de degre k, etc. La theorie de Hodge fournit alors des isomorphismes 

Hi,j,{x, c) - ni{x), m%x, c) - -H^x). 
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Tab. 3. Cohomologie de Bott-Chern de la variete d'lwasawa 
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Rappelons brievement la demonstration du premier isomorphisme (celle du second est iden- 
tique) : le laplacicn A est un operateur differentiel auto-adjoint, dont le symbole principal est 
donne, pour x & X et ^ & Tx^^i P^^ • 

(JA(a;,0 = -|Clf,IdAp.«T*_^. 
C'est done un operateur elliptique, ce qui garantit alors une decomposition orthogonale 

£''{X) =ni{X)®imA = ni{X)®imd®imd*. 

Etant donnee une /c-forme u, elle s'ecrit dans cette decomposition u = h + dv -\- d*w. Sous 
cette ecriture on a rfw = si et seulement si dd*w = 0, ce qui equivaut a d*w = 0. Finalement 
kerd = 7Y^(X) © imd, d'oii I'isomorphisme de Hodge. 

2.b. Isomorphisme de Hodge pour la cohomologie de Bott-Chern. 

Nous souhaitons obtenir un resultat analogue pour la cohomologie de Bott-Chern 

jjp,q ,^ _ kerO^'^nker^'^ 

II semble done naturel de considerer le "laplacien de Bott-Chern" suivant : 

A^^ = {dd){ddY + d*d + 'Wd 
En effet, c'est un operateur auto-adjoint verifiant, pour une forme (/? de bidegre (p, g), 

((A^i^c^, (^)) = 11(99) + 119(^11^ + Ml 
Si la theorie precedente s'appliquait, on obtiendrait une decomposition orthogonale 

E^\X) = n%l^{X) ®imdd® {imd* + imd*) 
Pour une forme u — h + ddv + d*Wi + d*W2, on aurait 

du^O etdu^O <^ d(d*wi + d*W2) = et d(d*wi + d*W2) = 
^ ((^8*101 + d*W2, d*wi d*W'^ 
^ d*wi + d*W2 = 

d'oii Ton deduirait ker 9^'^ Piker 9^'"^ = 'H^^^(X) ® imdd et I'isomorphisme de Hodge souhaite. 

Malheureusement : 
Proposition 2.1. L 'operateur A^'[. defini ci-dessus n' est pas elliptique. 

Demonstration. L'unique contribution au symbole principal est donne par le tcrmc ddd*d*. 
Pour a; G X et ^ G TJ^,, exprimons les symboles principaux des differents operateurs dans une 
base {dzj A d'zj)\i\=p^\j\=q associee a des coordonnees (zk) au voisinage de x. 

Notation. Soit / un multi-indice. Pour i G / on note la position de i dans / et / \ i le 
multi-indice / privc de i. pour k ^ I on note Ik le multi-indice lUk reordonne et 7^ la position 
de k dans ce nouveau multi-indice. 
Pour des entiers i ^ k on note le signe de k — i. 
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Les coefficients non nuls des matrices des symboles principaux consideres sont : 
On en deduit 

Ce symbole n'est pas injectif des que \I\ ^ n ou \ J\ ^ n. S'il existe par exemple k ^ I alors 
'^add*d*i^^dzk) =0. □ 

On va done modifier I'operateur en ajoutant d'autres termes d'ordre 4 pour le rendre 
eUiptique. Concretement, nous posons 

A^^ = ddd*d* + d*d*dd + d*dd*d + d*dd*d + d*d + d*d 

Dans le ealeul de la matriee du symbole principal associe, tous les termes non diagonaux se 
compensent. Quant aux termes diagonaux, on a : 



\hi J \jeJ J 



Ainsi, 



.HI 

L'operateur A^^ est done bien eUiptique, et par ailleurs a le meme noyau que A^^ : 

^Bc'^ — ^ du — du — d*d*u — ddu — d*du — d*du — 
<^ du — du — d d*u — 0. 

On a done demontre : 

Theoreme 2.2 (Decomposition et isomorphisme de Hodge pour la cohomologie de Bott- 
Chern). On a une decomposition orthogonale 

£P^'i{X) = ©im99e (ima* +im9*) 

et un isomorphisme 
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Corollaire 2.3. Si X est une variete complexe compacte alors ses groupes de cohomologie de 
Bott-Chern sont de dimension finie. 

Demonstration. Le noyau d'un operateur differentiel elliptique sur une variete compacte est de 
dimension finie. □ 

Terminons par le cas kahlerien : I'utifisation d'identites de commutations telles que [9*, a;A-] = 
id donne le resultat classique suivant, et son analogue de Bott-Chern : 

Proposition 2.4. Si {X, cu) est kahlerienne compacte, on a les identites 

A' = A" = - A, Abc = A" A" + d*d + d*d 
2 



De plus, la forme de Kdhler cu e S^'^{X) est harmonique pour tous les laplaciens consideres. 



et les espaces de formes harmoniques H^'^ n £^^''(X), Ti.'^l et coincident. 



2.C. Cohomologie d'Aeppli. 

L'exemple deja considere de la variete d'lwasawa montre qu'il n'y a pas d' analogue a la 
dualite de Serre pour la cohomologie de Bott-Chern (cette dualite correspond a une symetrie 
centrale du diamant) . Cela provient de la dissymetrie des operateurs utilises dans la definition 
des groupes de Bott-Chern. 

Pour une variete compacte X, le dual de H^q{X, C) est le groupe de cohomologie d'Aeppli 

H^-P,n-q^X,C) OU 

' ^ {im d : Ep-^'1{X) ^EP'i{X)) + {imd: SP'1-^{X) ^ SP'i{X)y 
Lemme 2.5. Le produit exterieur induit une application bilineaire 

A : H^^'ciX, C) X H'/iX, C) ^ C). 

Demonstration. Le produit d'une forme d-fermee et d'une forme 99-fermee est une forme dd- 
fermee. Par ailleurs, le produit d'une forme d-fermee par une forme d-exacte est d-exact, et le 
produit d'une forme dd-exacte par une forme 99-fermee est lui aussi rf-exact. Pour montrer ce 
dernier point, on utilise la formule suivante : si a est une (p — 1, gr — l)-forme et (3 une (r, s)-forme 
dd-iermee alors 

ddaAP^ [{da - da) A p + (-l)f+«Q; A (9/3 - 9/3)] . 

□ 

En particulier on a un apparicment 

C) X Hl-P^''-%X, C) ^ C) = H'^niX, C) ^ C, 

la derniere fieche etant donnee par I'integration sur X. 

De la meme maniere que les groupes de Bott-Chern, les groupes de cohomologie d'Aep- 
pli d'une variete compacte s'identifient aux formes harmoniques pour un laplacien d'ordre 4. 
L' operateur a priori naturel 

A^/ = dd* + dd* + {dd)*{dd) 
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n'etant pas elliptique, on le remplace par I'operateur elliptique de meme noyau 

A^/ = dd* + dd* + d*d*dd + ddd*d* + dd*dd* + dd*dd*. 
La theorie des operateurs elliptiques fournit une decomposition orthogonale 

£P''i{X) = n^lliX) e (im9 + imd) ® im{dd)* 

d'oii Ton deduit I'isomorphisme de Hodge if^'^(X, C) = H''£ (X) de la meme maniere que nous 
I'avons fait pour les groupes de Bott-Chern. 

Les isomorphismes de Hodge ainsi construits, outre qu'ils prouvent la finitude des groupes 
dc Bott-Chern et d'Aeppli, permettent egalement de demontrcr la dualite entre ces espaces. En 
effet, en notant * : — > S"--P'"--i(^X) I'operateur de Hodge defini par u A*v = {u,v) dV, 
on a 

a* = ± * 9*, 9* = ± * 9*, 

d'ou Ton deduit que 

u e {X) ^ du = 0,du = 0, {dOyu = 

^ d*{*u) = 0, d*{*u) = 0, dd{*u) = 

L'operateur de Hodge realise done un isomorphisme entre C) et C). 

Remarque. En particulicr, dans Ic cas compact, H'jfiX, C) est I'espace des fonctions c?c?-fermees, 
done constantes, cc qui prouvc que Ton a toujours H^q{X, C) = C pour une variete compacte. 

3. Applications a la theorie des deformations 

3. a. Le theoreme de Kodaira et Spencer. 

Nous nous interessons ici au celebre theoreme affirmant qu'une petite deformation d'une 
variete kahlerienne est kahlerienne. La preuve de ce theoreme par Kodaira et Spencer, telle 
qu'on pcut la trouvcr dans [MK], repose sur I'etude d'un opcratcur elliptique d'ordre 4 qui 
n'est autre que I'operateur "laplacicn dc Bott-Chern" precedemment defini. Ceci permet un 
eclair age de la preuve en termes de cohomologie de Bott-Chern. 

Commengons par I'enonce precis du theoreme. Celui-ci s'applique a une petite deforma- 
tion differentiable de varietes complexes compactes. On entend par la une submersion C°° : 

71 : X — S o\x S est une boule dans et X une variete differentiable, telle que chaquc fibre 
dc TT soit unc variete complcxc compacte. Plus precisement, X est reconvert par des ouverts de 
carte dc coordonnccs (2:1, . . . , ti, . . . , G f/ C C" x R™ telles que pour t = (ti, . . . , t^) fixe, 
{z\^ . . . ,Zn) soient des coordonnees holomorphes sur X^ = 7i~^{t). Sous ces conditions, toutcs 
les varietes Xt sont C°°-diffeomorphes entre elles. 

Theoreme 3.1 (Kodaira, Spencer). Soitn : X — > S une deformation differentiable de varietes 
complexes compactes. On suppose que la fibre centrale Xq est kahlerienne. Alors il existe e > 
tel que pour \\t\\ < e, la variete Xt est kahlerienne. 
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Demonstration. Soit Uo unc metrique de Kahler sur Xq. A I'aide d'une partition de I'unite, on 
I'etend en une 2-forme differentielle fl sur X telle que Ut :— ^\xt soit une metrique hermitienne 
sur Xt. 

Cette metrique hermitienne permet de construire des adjoints et par suite des operateurs A^' 
et Asct agissant sur les formes sur Xt- De plus, la metrique cut variant de maniere differentiable, 
ces operateurs varient de maniere differentiable avec t. 

Par des resultats classiques de theorie spectrale, on en deduit que les valeurs propres de 
ces operateurs, ordonnees en tenant compte des multiplicites, varient continument avec t. En 
particulier, pour t sufiisamment proche d'un to fixe, le noyau de A^' (resp. Asct) ne pent avoir 
une dimension superieure a celle du noyau de AJ^ (resp. A^cto)- Autrement dit, la dimension 
des espaces de formes harmoniques est une fonction semi-continue superieurement de t. En 
combinant ce resultat avec les isomorphismes de Hodge, on obtient le premier ingredient de la 
preuve : 

Lemme 3.2. Les nombres de Hodge hi^'^{Xt) et de Bott-Chern h^^Q{Xt) sont des fonctions 
semi-continues superieurement de t. 

Remarquons que les nombres de Betti b''{X), eux, sont constants puisqu'il ne dependent que 
de la structure differentielle de la variete. 

Le deuxieme ingredient est une inegalite liant certains nombres de Betti, Hodge et Bott- 
Chern : 

Lemme 3.3. Pour toute variete complexe compacte on a I'inegalite 

h\X)^2hf{X) + h}^^{X). 
Si X est kdhlerienne compacte, il y a egalite. 
Demonstration. On considcrc la suite exacte suivante : 

^ ^ ^BC^^^ ^) ^ ^^«(^' ^) ^ ® - ^«ker(u) - 

oil I'application u envoie une 2-forme ^0 sur ses composantes de type (2, 0) et (0, 2). 
On en deduit 

h^j^Ux) = dim + 52 ^ dimcokerw - 2h^/{X) ^ b\X) - 2h^\X). 

Lc fait que I'inegalite soit une egalite dans le cas kahlerien resulte de I'egalite entre les 
groupes de Dolbeault et les groupes de Bott-Chern et de la decomposition de Hodge : si X est 
kahlerienne, 

hf{X) + h'ic{X) = h'/iX) + h^\X) + h^\X) = b\X). 

□ 

La variete Xq etant kahlerienne, I'inegalite 

b'^2}^\X,) + h'ic{X,) 

est une egalite pour t = 0. Le fait que h^'^{Xt) et /i^^(Xf) soient des fonctions semi-continue 
superieurement de t impliquc alors que ces deux nombres sont constants pour t proche de 0. 
Dans ce cas, I'espace 7ll~^ (Xt) varie differentiablement avec t, de meme que la projection 
orthogonale ht de A^'^{Xt) sur cet espace. 
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En posant alors 

oJt = -{hfUJt + htUJt), 
on obtient sur Xt une (1, l)-forme reelle d-fermee, verifiant 

car hoUjQ = ujq puisque ujq est harmonique. Comme ujq est definie-positive, il en va de meme de 
cut pour t assez petit, et on a bien construit une metrique de Kahler sur Xt- □ 

3.b. Deformations de la variete d'lwasawa. 

(Note de J.-P. Demailly, septembre 2007 : Michel Schweitzer, qui a calcule exphcitement ces 
deformations, n'a pas eu le temps de rediger cette partie apres son depart de I'Universite de 
Grenoble en juillet 2007; contacter directement I'auteur pour plus de details). 
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Deuxieme partie : Cohomologie de Bott-Chern entiere 

4. Interpretation hypercohomologique de la cohomologie de Bott-Chern 

Dans ce paragraphe on construit un isomorphisme entre les groupes de cohomologie de Bott- 
Chern et des groupes d'hypercohomologie de complexes definis a I'aide des faisceaux de formes 
holomorphes et antiholomorphes. Ce procede, utilise par exemple dans [Dem93] pour prouver 
la finitude de ces groupes, nous sert ici a definir la cohomologie de Bott-Chern entiere. 

4. a. Lemme de resolubilite locale. On rassemble dans la proposition suivante les hens entre 
la resolubihte locale des differents operateurs d, d, d, dd, consequences des lemmes de Poincare 
et de Dolbeault-Grothendieck : 

Lemme 4.1 (de resolubilite locale). On se place sur une boule U C C". 

1. Soit 6 une forme de degre k ^ 1 de composantes de type {p, q) nulles sauf si pi ^ p ^ P2 
(Pi < P2)- Si 9 est d-fermee alors — da avec a de degre k — 1, de composantes de type {p, q) 
nulles sauf si pi ^ p ^ P2 — 1 ■ 

2. Soit 9 une (p, q) -forme, d-fermee : 89 = d9 = 0. 

i) (Lemme du dd local) Sip^l etq^l alors 9 E dd£P-^'i-\U) ; 

ii) (Lemme de Poicare holomorphe) Si p ^ 1 et q — alors 9 e 9Q^~^(C/) ; 
n) Sip^O etq^l alors 9 e Mf "\c/) ; 

Hi) Si p = q = alors 9 est constante. 

3. Soit 9 une (p^q)- forme, dd-fermee : 889 — 0. Alors 9 est somme d'une forme 8-fermee et 
d'une forme d-fermee. Autrement dit : 

i) Sip^l etq^l alors 9 e dSP't-^U) + 8£P-^''i{U) ; 

ii) Sip^l etq^O alors 9 e Q^iU) + 8£p-^{U) ; 
j() Sip^O etq^l alors 9 G 88^'"^ (U) + n*(C/) ; 
Hi) Szp = q = alors 9 E 0{U) + 0{U) . 

4- Soit 9 une forme de degre k ^ 1 que I'on suppose "presque" d-fermee, c'est-d-dire que 
Von n'impose pas 89^^''^^ = si pi ^ 1 ni 89^'^''^^ = si q2 ^ I. Alors il existe des formes 
. . . , aP2-i,q2^ ^P2,?2 f^ii^g q^f, ^im d-fermee, -fP^'"^ est d-fermee, et 

^P2-l,?2+l — ^Q,P2-2,q2+l _|_ ^q;P2-1,«2^ 0P2,q2 — 9q/P2-1,?2 _|_ ^P2,?2_ 

Demonstration. 1. On ecrit 9 = dj3 (lemme de Poincare). Si pi = et p2 = ^ il n'y a rien a 
prouver, on pent done supposer /c ^ 2 et pi > 0. On deduit alors de 9 — d(3 que dfi^'^^^ — 0. 
D'apres le lemme de Dolbeault-Grothendieck, on pcut ecrire (5^'^~^ — 8^^'''"^. On pose P — 
(5 — ^7'^'*^"^, on a toujours 9 = dp, mais cette fois /J^'*^"^ = 0. On pent done supposer que (3 
n'a pas de composante de type (0, k — 1). En repetant ce raisonnement, on voit que I'on pcut 
supposer que f3 n'a pas dc composante de type (p, q) pour p < pi.De meme, si p2 < k, on elimine 
les composantes de type {p, q) pour p > p2 en utilisant le lemme de Dolbeault-Grothendieck 
anti- holomorphe. 

2. Le Hi) est evident, et ii) et ii) sont equivalents, done on pent supposer p ^ 1. On applique 

le 1. a la forme 9 definie par ^p~^''J+i = et ^^'^ = ^ : il existe a de type pur (p — 1, q) telle que 
9 = da, done 9 = 8a avec 8a = 0, ce qui montre le resultat. 

3. Posons 9P^^''^ = 89P''^ : c'est une forme rf-fermee, done d'apres le 2., 9p^^''^ = 8aP''^ avec 
8aP''^ = 0. Ainsi ^ = (^ — a) -|- a est somme d'une forme 9-fermee et d'une forme 9-fermee. 
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4. On applique le 3. a 6'^'i'«i : on pent ecrire 6l^'i'«i = Y^''^^ ^daP^''^^-'^. Puis 

done 6'?'i+^'«i-^ = daP^'i^-'^ + ryPi+hgi-i avee ryPi+hgi-i ^-fermee, et on eontinue. □ 

Remarque. Puisque les lemmes de Poincarc et de Dolbeault-Grothendieck sent vrais pour les 
courants, on a les memes resultats en remplagant les espaces de formes par les espaces de 
courants. 

4.b. Complexes associes aux groupes de Bott-Chern. On fixe p ^ l,g ^ 1, et on definit 
le complexe de faisceaux C'^^ (qui sera le plus souvent note C) par 



4.= ^^'^ sik^p + q-2, 

r+s=k 
r<p,s<q 



r+s=k 

et la differentielle : 

On a par construction 

I'isomorphisme venant du fait que les faisceaux sont mous. 
On definit un sous-complexe S' — »S*^ de C* — ^ par : 

{S'l, d): O^Q^^ ...^ QP-^ 0, {S"l,d) : O ^Tf ^ ...^ 

s* = S'l + s"l : o + ^ (Bn' ^ . . . n^-' © ^ if ^ . . . ^ o 

Proposition 4.2. L 'inclusion S* C C* est un quasi-isomorphisme. 

Demonstration. C'est la retraduction du lemme de resolubilite locale, qui calcule les faisceaux 
de cohomologie Ti}{C') et 1-C'{S*) : si k ^ max(p, g), une forme d^-fermcc est localement dc- 
exacte (par la partic 1. si A; ^ p + g, la partie 2. si k — p + q — 1, la. partie 3. si k — p + q — 2 et 
la partie A. si k < p + q — 2). 

Soit k = p — 1 ^ q, Gt soit 9 G C^{U) une section (i^-fermee sur une boule U C X, de 
composantes 9P''1'1-^^ . . . , 9p~^'^. D'apres la partie 4. du lemme, il existe sur U une p — 2-forme 
a — q;^~^~^'^"^ + . . . + q;^~^'° et unep — 1 forme holomorphe u^"^''^ telles que 9 — dca + u^'^''^. Si 
I'on modifie 9 par une forme d^-exacte, u^"^'^ est modifie par une forme holomorphe 9-fermee, 
d'oii Ton deduit que 

Si p— 1> k^q — l,le meme raisonnement s' applique, a ceci pres que la forme holomorphe 
u^'^ est 5-fermee, et done 

n''{C') = n''{S') = 0. 

Les autres cas se traitent de la meme maniere, excepte pour /c = oii il est clair que TiP{C*) = 
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Remarque. Pour une preuve formelle de cc rcsultat, utilisant des suites spectrales, on renvoie 
au livre de J.-P. Demailly [Dem93], paragraphe VI. 12. 

Le complexe S* est peu pratique du fait de la somme non directe O + 0. On le modifie done 
legerement en definissant le complexe Bp^g — B* g par : 

B': c^^^ o ®o ^ fi^ ®if ^ . . . Qp-^ ® ^ ^ . . . ^ n'^"^ ^ 0. 

Proposition 4.3. L 'application naturelle de B* dans S*[l] : 

i i + i 

— > o + o n^elf ... 

est un quasi-isomorphisme. 

Demonstration. La seule verification a faire est en degre 1 : 

n\B') = (c © c)/c(i, -1) ^ c = n\s*) 

est un isomorphisme. □ 

Les trois complexes S*[l] et B* etant quasi- isomorphes, ils ont meme hypercohomologie. 

On a en particulier la suite d'isomorphismes 

et c'est cette derniere ecriture que nous utiliserons par la suite. 

4.C. Cas oil p = ou g = 0. Supposons par exemple que p > et g = 0. On pent definir de 
la meme maniere le complexe jC' q, qui devient simplement 

£jo = siA;^p-2, 

r+s=k 

avec la differentielle usuelle, et on a toujours H^q{X,C) = W°~^{X,£'). II n'y a par contre 
pas d'equivalent au complexe S* : il est clair que 

iyP«^0(X) ^ IF°-\X, ^ . . . -> QP^-^) = IF-\X, Q') = HP°-\X, C). 

En revanche, le complexe B' q calcule bien la cohomologie de Bott-Chern : 

Proposition 4.4. L'application naturelle de B*q dans C*q[1] : 

c ^ o ^ ... ^ np-^ 
it di i 

est un quasi-isomorphisme. 
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Demonstration. A nouvcau, Ic Icmme de resolubilite locale calcule les faisceaux 'H^{C[1\) et 
H''{B*), qui sont nuls si k p. Si k — p ^ 2, on obtient 

nP{B*) = QP-^/dQP-^ dQP-^ = ker(a : fl^ 8^+^) = nP{C*[l]) 

qui est un isomorphisme ; si k — p — 1, 

H\B*) = O/C -^dO^ ker(9 : Q} = n\C'[l\). 

est egalement un isomorphisme. □ 

Le cas p — 0, q > est symetrique, mais cette fois on choisit —d comme quasi-isomorphisme ; 
enfin, le cas p — q — rentre dans cette description puisque H^^(X, C) = H^(X, C). 

4.d. Consequences de ^interpretation hypercohomologique. Commengons par trois re- 
marques importantes relatives a ce qui precede : 

Les lemmes dc Poincarc ct dc Dolbcault-Grothendieck etant vrais lorsque Ton remplace les 
formes par dcs courants, le lemme de resolubilite locale et I'interpretation hypercohomolo- 
gique qui en decoule restent vrais pour des courants. 

Par ailleurs, cette interpretation hypercohomologique montre que pour une variete compacte, 
les groupes de cohomologie de Bott-Chern sont de dimension finie : il suffit pour ccla dc raisonner 
par recurrence sur le complexe S en utilisant le fait que les groupes H'^[X, fl^) sont, eux, de 
dimension finie (voir [Dem93]). 

Enfin, les memes complexes £* et B* donnent egalement une interpretation hypercohomolo- 
gique de la cohomologie d'Aepph. On a en effet 

H^/{x,c) - iF^^{x,c;^,^^^,) - w^'^\x,b;^,^^^,). 

La cohomologie d'Aepph est done elle aussi de dimension finie et calculable a I'aide de formes 
C°° ou de courants. 

En combinant ces trois remarques, on pent obtenir une preuve plus directe de la dualite 
entre cohomologie de Bott-Chern de cohomologie d'Aepph sur une variete compacte : on part 
du complexe qui est un complexe d'espaces de Prechet tel que I'image de la differentielle 
est fermee (puisque sa cohomologie est de dimension finie, dC'^ C ker d est de codimension finie 
et done ferme). Des lors le dual de sa cohomologie est donne par la cohomologie du complexe 
dual. L'espace dual de £P''^{X) est I'espace d''^-p^'^-i des courants de bidegre {n — p,n — q), et 
par exemple le dual de la partie 

_ _ _ ^ £:f-i.9-i(x) ^ sp^%x) sp+^''i{x) e s^^'^+^ix) ^ ... 

est donne par 

d'oia Ton deduit que le dual de ^ est le complexe et finalement 

(i/^'^(x,c))* = (ff+«-^(x,£;j)* - H2"-^-«(x,£':_^+,,„_,+,) = //r''"-«(x,c). 
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4.e. Cohomologie de Bott-Chern entiere et cohomologie de Deligne. 

Definition. On definit les groupes de cohomologie de Bott-Chern entiere par 

i7g^(XZ)=ff+''(X,i3-(^)), 
oil Bzop) est le complexe B dans lequel on a remplace C par Z(p) = {2niyZ en degrc 0. 



Remarque. Le choix de privilegicr p par rapport a g cn considerant est pen satisfaisant ; 
mais comme I'objectif est I'etude de classes de Chern, oil Ton se limite k p = q, ce n'est pas 
genant. 

Outre I'appUcation naturelle Ebc '■ H^l;{X,Z) —>■ H^l,{X,C), la cohomologie de Bott-Chern 
entiere s'envoie dans la cohomologie de Deligne 

H^\X, Z(p)) = Hf+«(X, Z(p) ^O^Q} ^ ...^ QP-^ 0) 



en "oubliant" la partie antiholomorphc, ct dans ''(X, Z(g)) en "oubliant" la partie holo- 
morphe et multipliant par (27ri)^~^ en degre 0. Dans toute la suite, ces applications seront 
notees : 



e-j, : Z) ^ Hl^\X, Z(p)), : H^iX, Z) ^ H^^^^X, Z(g)). 

On remarque que si q — alors Ed — id. 

5. EXPLICITATION EN COHOMOLOGIE DE CeCH 

On souhaite expliciter I'isomorphisme entre H^^{X,C) et EP~^'^{X,B) en cohomologie de 
Cech, ce qui se fait naturellcmcnt en utilisant le lemme de resolubilite locale. 

5. a. Hypercohomologie de Cech. Soit J-'^ -i JT^ — > . . . un complexe de faisceaux 
sur X, borne a gauche, et U un recouvrcmcnt de X. L'hypcrcohomologic de Cech M.*{\J,J-'*) 
est la cohomologie du complexe diagonal associe au double complexe Q^''^ = C'^{\J,J-'p), les 
differentielles d et 5 commutant entre elles. II est clair que pour un recouvrement convenable 
(par exemple a intersections convexes), ]HI*^(U, .F*) = (X, .F*). 

En pratique : une fc-hypercochaine de Cech de ce complexe est la donnee, pour ^ j ^ k, 
d'une {k — j)-cochaine de Cech de J-"^ . La diffcrcnticllc de Cech est la suivante : 

^ : ■■■,<) ^ d<...i, - ■ ■ ■ ' + (-l)'H' 

5.b. Isomorphisme entre les hypercohomologies de >S'[1] et B*. 

Dans toute la suite on calculera 1' hypercohomologie de Cech par rapport a un recouvrement 
U a intersections convexes fixe, ct on identifiera M*^(U,.F*) et m^{X,T*). Un element de 
H^+^(X, avec p ^ 1 et g ^ 1, est donne par une famille de cochaines 

^P,9 g C^{SP^i)^ Y'" e CP+i-r-s-i^gr,s^^ ^ r ^ p - 1, ^ s ^ q - 1 

avec les relations de cocycle 

dY'" = 0, ddY'"'"'' + {-ly+'^SY'" = 

yi^r^p-l, l^s^g-l, ^7'^-^'^ + dY'~' + {-iy+'^'5Y'' = 

97°-'*-^ + (-l)*+^^7°'^ = 0, ^7'-^'° + (-l)''+'^7'''° = 

^7°'° = 



18/ Cohomologie de Bott-Chern entiere 



Autour de la cohomologie de Bott-Chern 



On construit I'element de E[^+'^(X, correspondant en suivant la fcuillc dc route que 

constitue le lemme de resolubilitc locale. On va construire une {p + q — l)-hypercochaine a — 
(•^o^r-^p-i.o^s^^-i) '^^ ^' ^^^^^ 7 — (5q! soit un hypercocycle de S* . 

Notation. Pour k + q — 2 donne, on note rmin = max(0, /c — g+ 1), rmax = min(A;,j9 — 1) et Ik 
I'ensemble des couples (r, s) avec r-\-s — k eX, rmin ^ ^ ''max (de sorte que — ®{rs)&ik ^^'^)- 

On va construire o;^'* pour (r, s) G /fe, par recurrence descendante sur k : 
o Pour k = p + q — 2, — {(p — l,q — 1)}. Comme 7^'* est d-fermee on pent ecrire 7^'^ = 
ddaP-^''i-\ 

o Pour k=p + q-3 : dd{-fP-^''J-^ + {-iy-^+'>-^6aP-^''^-^) = done, si p ^ 2 et g ^ 2, 
et Ton remarque que 

Si p = 1 (resp. g = 1), on remplace da^"^''^"^ par antiholomorphe (resp. da^"^''^''^ par 
holomorphe) . 

o Supposons que pour 1 ^ /c ^ p + g — 3, on ait defini, pour (r, s) G 1^, les cochaines a''''*, si 
/c ^ r + 1 une cochaine holomorphe u'^'^^'^, et si k ^ s + 1 une cochaine antiholomorphe ^;°'*+^, 
tels que 

V(r, s) e 4 \ {(w, ^ - w)}, d{Y^' + i-iy+'Sa'^') + d{Y^'''-' + {-iy+W+'''-') = 0. 

On deduit de cette famille de relations une famille de cochaines a'"'* pour (r, s) e h-i, r ^ 
et s 7^ 0, telles que 

Si (0, /c) (resp. {k, 0)) apparteint a J^, on a a la place 

+ (-1)^^q;°''= = aa^'^-^ + (resp. 7^='° + (-1)^q;'='° = li'^'" + da''-^''') 

avec antiholomorphe (resp. u''''^ holomorphe). On a alors bien, quand elles ont un sens, les 
relations 

ce qui permet de poursuivre la recurrence jusqu'a k = 1 inclus. 
o Lors de cette derniere etape on a defini a^'^, et Ui tels que 

o Finalement 99(7°'° + = done w''° = 7°'° + /3°'° est une cochaine de O + O. 

On a ainsi defini une (p + g)-hypercochaine de S*[l] par 

w = («;°'°, (ii'^'°)K.<p-i, {v'''U,^,-i), 

et par construction on a bien ^ — w — 8a. Enfin, w n'est modifie que par un cobord si Ton 
modifie 7 par un cobord ou si Ton change le choix des a. 

L 'element correspondant dans W^'^{X., B*) s'obtient comme suit : on ne change pas u'''° 
et f°'*, on ecrit 1^°'° = ■u°'° + 11°'° avec ■u°'° holomorphe et f°'° antiholomorphe, et on pose 
c = (5(m°'°) = — (5(f°'°). L'hypercocycle est alors la famille (c, (M'''°)o^r^p-i, ('i^°'*)o<s<g-i)- Une 
ecriture differente w°'° = M°'° + {i°'° modifierait cet hypercocycle par I'hypercobord 5(m°'° — ii°'°). 
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5.C. Cas oil p ou q est nul. Supposons q = 0, I'autre cas etant symetrique. Cette fois un 
element de H^(X, £*[1]) est simplement donnc par un 0-cocycle 6^'^ tel que d6^'^ = {6^'^ est 
done holomorphe (9-ferme). L'element correspondant de H^(X, B*) est donne par I'hypercocycle 
(c, u^'^, . . . , defini par recurrence descendante comme suit : 

Tout d'abord 9^'^ est holomorphe 9-ferme done = avee holomorphe, et 

dSuP-^''^ = 0. 

Supposons construit (r ^ 1) tel que dSu"^'^ — 0, alors {—lySu^''^ — du^~^'^, avec u^~^'^ 
holomorphe, et ddu^~^'^ — 0. Finalement Su*^'^ — c. 

5.d. Bilan. Soit un element de H^^j{X,C), represente par une (p, g)-forme fermee 9. II est 
defini dans H^+''(X, par I'hypercocycle, encore notee 9 et definie par 9^''^ = 9\u^ et 9^''^ = 

sinon. On applique a ^ la construction precedente : si p ^ 1 et g ^ 1, il existe un hypercocycle 
w = (c; -yO'^) e Zp+''{X,B') et une hypercochaine a = (a'''*) G Cp+i~\X , C[l]*) tels que 
9 — Sa + w. On representera ces donnees sous forme du tableau suivant : 



9< — > 



yO,q-l 








^0,0 




C 





L'egalite 9 = Sa + w correspond aux relations suivantes : 



0P,g 














= da''^'-^ + da"-^'' 


VI ^ r 




P- 


1 


{-lySa^'' 


= da^^'-^ + v^'' 


VI ^ s 




Q - 


1 


{-iy6a''^ 


= M^'O + (9a"-^'0 


VI ^ r 




P- 


1 
















= c 











Remarquons que ces relations impliquent les relations d'hypercocycle pour u et v : 

i-iySu"^'^ = du'-'^'^ VI ^ r ^ p - 1, {-lySu^'' = dv^''-^ VI ^ s ^ g - 1 
Si g = 0, on a simplement 

(c,ii°'°,...,ii^-i'°) 

avec les relations 

De meme si p = 0, on a 

9^ {c,v'^",...,v"'^-') 

avec les relations 



= {-lySv'^'' = VI ^ r ^ p - 1, -5^;°'° = c. 
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6. Structure d'algebre sur les groupes de cohomologie de Bott-Chern 

Le but de cette partie est de munir la cohomologie de Bott-Chern entiere d'une structure 
d'algebre, c'est-a-dire de definir un produit 

II se trouvc que pour la cohomologie de Bott-Chern classique, nous disposons d'une telle struc- 
ture, donnee par le produit exterieur. II s'agit done de voir comment le produit exterieur 
"traverse" I'isomorphisme H^q{X,C) = ]HI^''"^(X, B), et d'adopter la definition ainsi obtenue. 

6. a. Cup-produit. On continue a travaillcr en cohomologie de Cech, a I'aide du cup-produit. 
Plus precisement, si e C''{£P'1) et (3p''1' e C^{£p'^i'), on combine cup-produit et produit 
exterieur pour definir • pp''i' e C"=+^(£:p+p'.9+9') par 

i.P ■ P)jo...jk+e — Pjo-jk ^ Pjk-jk+e- 

On a Ics relations 

• pp'''^') = {dpP''^) ■ pP'''^' + {-l)P+''f3P''i ■ (BpP'''^') 
6.b. Traduction du produit exterieur. 

Proposition 6.1. On se donne p,p',q,q' tels qu'on n'ait pas p' = et p ^ 0, ou q = et 
q' ^ 0. Soient {9} G i7§^(X, C) et {9} G H^q {X, C), donnes par les hypercocycles 



Alors {9 A 9} est donne aux signes pres (que Von precisera) par Vhypercocycle 

( . C • TiO'O , , C ■ Mf'-l'O , ^O'O ■ , . . . , • \ 

W -\C-C, ^0,0 . c , . . . , ^;0''?-l . c , dv''''i-^ ■ V^'^ , , dv'^^l-^ ■ V^'^'-^ ) " 

Demonstration. On ecrit 9 — 5a -\- w et 9 — 8a -\- w. Un calcul direct montre alors que 9 A9 — 
5A + W avec : 

^i?,S^^O,«-l . ^R,S-q gj 0<i?<J9'-l, + 

et = (C, ^7'^'°, V^^''^) comme dans I'enonce, a savoir 

^R,*^R-p'fi . QjlP'-hO gi p' ^ i? ^ p + p' - 1 

£-^'*c • si ^ i? ^ - 1 



^*,S^Q,S .g gj O^S ^q-1 

C = e*'*c ■ c, 

ou tons les symboles e''* sont des signes que Ton va determiner 
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Cette expression se lit plus agreablement a I'aide de I'ecriture en tableaux : 
0< — > " , 9< — > 



yO,q-l 








^0,0 




C 


^,0,0 ... ^p-i,oJ 



yO,g'-l 








^0,0 




c 







^R,Sg^O,q-l . Q^R,S-q 


£R,SQQ^R-p',q-l 


■daP' 


-1,5-9 " 




^R,S yQ,S . £j^)0 


^R,S^R-p',S 


dvP'- 


-1,0 


e*'*c • c 




^R,*y^R-p',0 . 


dvP'- 


1,0 



Pour obtenir les signes, on substitue les expressions ci-dessus dans les relations (■^) pour 
6 A 6. On obtient les relations de recurrence suivantes : 
Abaissement du deuxieme indice, pour p'^R^p + p' — 1 : 



,i?,5-l 



[-l)p+i£R'S si S = q 
l-iyp'£R,s siS 

Abaissement du deuxieme indice, pour ^ R ^ p' — 1 : 



-R,S-1 



si S = q 
j_ljR^R,s siS ^q-1 
£^'* = (_i)K+i£-R,o 



Abaissement du deuxieme indice, pour R = -k : 



-*,5-l 



Abaissement du premier indice, pour q^S^q + q' — 1: 

r ^_iy'+g+s^R,s si/?^j/ + l 

^R-l,S ^ J ^_iy+S+l^R,S siR = p' 

[ l-iys^'^ siR^p' -1 

Abaissement du premier indice, pour ^ S ^ q — 1 : 



^-1)%*"^ siS^q + 1 
[-l)P+i+^e*^^ si S = q 

si S ^ q — 1 



-R-1,S 



{-l)p'e^'^ siR^p' + l 

^_iy+s^R,s siR = p' 

(^^iy+q+s+i^R,s siR^p'-l 

g,*,5 ^ ^^iyp+q+1^0,S 
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Abaissement du premier indice, pour S — : 

[ l-l)p+ie^'* si R^p' -1 

Pour initialiser la recurrence, il faut considerer differents cas : 
Si p^ 1, p' ^ 1, 1 ct q' ^ 1 alors £P+p'-^,i+<i'-^ = d'apres 

Si p ^ 1, p' ^ 1, g ^ 1 et g' = alors eP+p'-i'^-i = 1 d'apres 

Si p = 0, p' ^ 1, g ^ 1 et g' ^ 1 alors = 1 d'apres 

Si p = 0, p' ^ 1, g ^ 1 et g' = alors = (-1)9 d'apres 

_^(yO,g-i) ■ d{vF'-^'^) = {-iydd{v^'''-^ ■ duP'-^'^). 
Si p ^ 1, p' ^ 1, g = g' = alors £P+p'~'^'* = 1 d'apres 

Si p = p' = 0, g ^ 1 et g' ^ 1 alors £*'«+9'-i = (-1)^+^ d'apres 

On constate que ces differentes initialisations donnent en fin de compte les memes formules. 
Voici le tableau donnant le signe e^'^ : 







(_l)P(«+S'+'?)+l 


( _ 1 ) (R+P+p'+l) (S+g+p') +P+'7 


S^q-1 


1 


( _ 1 ) -R('S'+p+'?+i) 


(_l)P'(R+5'+P+9+l) 




1 










i? ^ p' - 1 


R^p' 



□ 

Comme annonce, on utilise les formules ci-dessus pour mettre une structure d'anneau sur 
H'/c{X, Z). 

Remarques. 1. Lc produit cxterieur ctant anti-commutatif, le produit ainsi defini I'est aussi 
(cela pourrait sc verifier directement). Ceci permct dc traiter les cas p 7^ 0, p' = et g = 0, 
q'^0. 

2. La formule obtenue est compatible, aux signes pres, avec le produit en cohomologie de 
Deligne, tel qu'il est par exemple defini dans [EV88] . 

7. Elements de structure des groupes de cohomologie de Bott-Chern entiere 

On va donner ici quelques indications sur la structure des groupes Z) a I'aide de 

suites exactes faisant intervenir des groupes connus. 
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7. a. Lien avec la cohomologie de Bott-Chern usuelle. On a le diagramme commutatif 
suivant : 

i Vz if 

HP+i{X,Z{p)) HP+i{X,C) 

Proposition 7.1. Soient ^ G H^^(X,C) et a E HP~^'^{X,Z(p)) des classes telles que ip{^) = 
£{a). Alors il existe une classe ^ G i/^'^(X, Z) telle que ^ = suciO a = (pziO- 

Demonstration. Soit 9 = (c; u; v) un hypercocyclc rcprcsentant ^, ct a un cocycle representant 
a. Par hypothese {c} = {a} G Hp~^'^{X,C), done il existe une cocliaine b G C^~^'^~^ {X , C) telle 
que c — Sb — a. On pose 6 — 9 — S{b; 0; 0) qui est un hypercocycle de Bz{p), et dont la classe 
I G H^Bci^^ ^) convient. □ 

Remarque. 11 n'y a pas en general unicite de cet element, comme le montrera un peu plus loin 
Texemple de I'espace projectif. 

II est egalement interessant de considcrer la suite exactc courte de complexes 

et la suite exacte longue associee qui s'ecrit, compte tenu de I'interpretation hypercohomologique 
de la cohomologie d'Aeppli (voir la remarque du paragraphe 2.c.) 

7.b. Analogue de la suite exacte exponentielle. La suite exacte exponentielle classique 
est la suite exacte courte donnee par 

Une retraduction de I'exactitude dc cette suite est le fait que le complexe forme de 

I'unique terme O* en position 1, est quasi-isomorphe au complexe de Deligne — > Z — > C — > 
et, sous ce quasi-isomorphisme, la suite exacte exponentielle s'apparente a la suite exacte courte 
de complexes de faisceaux 

— > 0[1] — >{Z^O) — >z — >0. 

On cherche ici un analogue de cette suite exacte. 

On definit pour p ^ 1 les complexes de De Rham holomorphes tronques par 

= Fm* : O^QP^ ^ ... 

Q'^p-. o^n^^ ...^ Qp-^ 

Supposons que p ^ 1 et g ^ 1. On considere la suite exacte courte evidente 

© n;j[i] Zip) 

et la suite exacte longue d'hypercohomologic correspondante, qui fait intervenir les groupes 
M'^iX, f2<p). Compte tenu de I'isomorphisme entre Z et Z(p), on obtient : 

HP+'i-\x, z) ^ w+''-\x, © n;^) ^ i/§^(x z) ^ HP+%x, z) w+\x, © n;^). 

Ces groupes peuvent etre calcules, dans le cas kahlerien compact, a I'aide de la decomposition 
de Hodge : 
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Lemme 7.2. Supposons X kdhlerienne compacte. Alors pour p G N* et k on a 



r+s=k 
r<p 



Demonstration. II ressort comme consequence de la theorie de Hodge que le morphisme 

m^X, Q'^p) (X, Q') = H''{X, C) 

est injectif, d'image 

H^^'iXX). 

r+s=k 

On conclut a I'aide de la suite exacte courte — > — > i7* — > Q'^p — > 0. □ 
En particulier 

ff+^-i(X, fi'p © = H''''{X, C) = HP+'^-\X, C) 

r+s=p+q-l 

W+^iX, n'.p © = H'^'{X, C) = C)/HP^'^{X, C), 

r+s=p+q 
{r,s)yt{p,q) 

et la suite exacte longue precedente se reecrit 

ffP+Q~i^X, Z) — > H^+^'^X, C) — > H^'j^liX, Z) — > HP+''{X, Z) — > H^+^X, C)/HP'%X, C). 

7.C. Groupes H^q{X, Z) et cohomologie de Deligne. On considere cette fois la suite exacte 
courte 

(n;j[i] B^p) — . z{p)v 

qui relie la cohomologie de Bott-Chern entiere a la cohomologie de Deligne. La situation est 
particulierement interessante dans le cas ou p = q : 

Proposition 7.3. Soit p ^ 1. Alors 

H^/ciX, Z) = Hl^iX, Zip)) © ffp-i(X,fi-^). 

En particulier, si X est kdhlerienne compacte, 

H^/c{X,Z)=Hl^iX,Z{p))® H^^'iXX). 

r+s=2p—l 
r>s 

Demonstration. On remarque simplement que, dans le cas p = g, la suite exacte courte precedente 
est scindee par le morphisme 

Le signe (—1)^+^ est necessaire pour rendre le diagramme 

(27r?)PZ 0®0 

iT= it u,{-iy+^u 

(27rz)PZ — ^ O 

commutatif, et la commutativite se propage jusqu'a la fin du complexe, y compris au dernier 
rang car p = q. 

Le cas kahlerien provient du lemme 17.21 □ 
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7.d. Cohomologie de I'espace projectif. On va appliquer ces resultats pour calculer la 
cohomologie de I'espace projectif. 

Proposition 7.4. 1. Pour p G {0,...,n} on a H^^{F"','Z) = Z, et on a I'isomorphisme 
d'algebre 

p 

ou h est un generateur de //^'^(P",Z). 
2. Si p ^ q alors 

si p + q est pair 



C/Z si p + q est impair 



Demonstration. Le premier point provient de la proposition 17.31 : le terme 

r+s=2p—l 
r>s 

est nul pour I'espace projectif, de sorte que la sous-algebre 0^ H^^{F"-, Z) s'identifie a la meme 
sous-algebre pour la cohomologie de Deligne, pour laquelle le resultat est vrai. 

Dans le cas oil p 7^ g, on considere la suite exacte du paragraphe 5. a., et le fait que si p ^ q, 
alors i/|'^(P", C) = et /7^~^'^"^(P", C) = 0. On a done 

i/P'^(P", Z) = /7P+^"i(P", C/Z), 

d'oii le resultat annonce. □ 

8. Classes de Chern en cohomologie de Bott-Chern entiere 

On souhaite definir des classes de Chern dans ces groupes de cohomologie. En fait, il suffit de 
le faire dans le cas des fibres en droites, des techniques classiques permettant de passer au fibres 
vectoriels de tout rang puis aux faisceaux coherent et en particulier aux cycles analytiques. 

8. a. Expression de la classe de Chern d'un fibre en droites dans les differentes 
cohomologies. Soit L un fibre en droites holomorphe sur X, et U = (Uj) un recouvrement a 
intersections convexes tel que sur Uj, L soit trivialise par une section cj partout non nuUe. On 
note gjk la fonction de transition definie sur Uj fl Uk par ek{x) = gjk{x)ej{x), I'element 

{g,k}eH\V,0*) = H\X,0*) 

determinant la classe d'isomorphisme de L. 

Le complexe de Deligne Z(l)x) : Z(l) ^ (9 ^ est quasi-isomorphe au complexe 
via I'exponentielle exp : O —>■ O* dont le noyau est precisement le faisceau Z(l). Les es- 
paces if|,(X, Z(l)) et H^{X,0*) sont done isomorphes, et on note ci(L)x> I'image par cet 
isomorphisme de I'element {gjk} ^ H^i^, O*). Explicitement, quitte a raffiner le recouvrement 
U on pent supposer que gjk = exp{ujk), et la condition de cocycle pour gjk implique que 
S{ujk) = (2T[icjki) G Z^(X, Z(l)). Finalement 

Ci(L)p = {{2TiiCjki), {Ujk)} e HUX,Z{1)). 

L'image par le morphisme d'hypercohomologie induit par la projection Z(l)x) ^(1) donne, 
apres division par 27ri, la premiere classe de Chern usuelle 

c^{L)^ = {{c,kl)}eH\X,Z), 
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et, via I'inclusion de faisceaux Z C C, la meme formule definit Ci(L)c G C). 

Munissons a present L d'une metrique hermitienne h. Soit D la connexion de Cliern associee 
a (L, h) et la courbure de cette connexion. C'est une (1, l)-forme (i-fermee qui definit done 
une classe de H^q(X,C), cette classe etant independante de la metrique hermitienne choisie. 
On definit usuellement la premiere classe de Chern de L en cohomologie de Bott-Chern comme 
la classe 

ci(i^)Bc=|^e|e//^'^(X,C), 

de sorte que I'image de cette classe dans la cohomologie de De Rham H'^{X,C) coincide avec 
ci(L)c via I'isomorphisme de De Rham- Weil. Toutefois, comme Z(l) apparait preferentiellement 
a Z, c'est la classe 27rici{L)Bc — {~^} que nous allons considerer. 
Sur Uj, la connexion de Chern est donnee par 

D{Cj{x)ej{x)) = {d^j{x) - dcpj{x)^j{x)) ® ej{x)) 

oil ipj est le poids de la metrique dans la trivialisation, defini par la formule 

et verifiant la condition de compatibilite sur Uj nUk : 

-iPk + = Ujk + Ujk- 

La courbure sur Uj est de ce fait donnee par Q\u. — dd(fij, et I'hypercocycle de B correspondant 
a — © est done 

{-©} < — > {{2nicjki), (ujk), {uJk}} ■ 

Les Cjki etant entiers, on a defini la premiere classe de Chern de L en cohomologie de Bott-Chern 
entiere : 

Ci{L)bc,z = {{27riCjki), (ujk), {uj]^)} G i7^'^(X,Z), 

de sorte que 

£vCi{L)bc,z = ci{L)x>, £bcCi{L)bc,z = 2mci{L)Bc- 

8.b. Classes de Chern des fibres vectoriels et des faisceaux coherents. Pour une variete 
complexe lisse X, on souhaite definir pour tout fibre vcctoricl holomorphe E dc rang r des classes 
de Chern Ck{E)BC,z G H'^^{X,'Z). On utilise la methode d'espace classifiant et de principe de 
scindage de A. Grothendieck [Gro56] : 

Proposition 8.1. Les classes de Chern sont uniquement determinees par les conditions sui- 
vantes : 

Fonctorialite : pour toute application holomorphe f -.Y ^ X et tout fibre E sur X on a 

rck{E)Bc,z = Ck{rE)Bc,z e Hfc{y.'^)\ 

Compatibilite avec les classes de Chern usuelles : pour tout fibre E sur X, I'image de Ck{E)BC,z 
dans Z) coincide avec la classe de Chern usuelle Ck{E). 

Theoreme 8.2 (Principe de scindage). Soit E un fibre vectoriel de rang r sur la variete X , 
alors il existe une variete Y et une application holomorphe f:Y^X telles que : 
1. Le morphisme de cohomologie f* : H^^{X,Z) — >• H^q{Y,Z) est injectif, 
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2. Le fibre image reciproque f*E sur Y est filtre par des fibres en Q — Eq d Ei d ■ ■ ■ d — 
f*E sur Y dont les quotients successifs sont des fibres en droites. 

Demonstration. On prend pour Y la variete des drapeaux complets 

V = {0 = \/o C C . . . C = 1/} 

pour chaque fibre V = E^, avec la projection naturelle / : F — > X, et on note Ej le fibre 
universel tel que Ej^^ = Vj. Le point 2. est alors bien verifie. En fait cette variete de drapeaux se 
realise de proche en proche en considerant tout d'abord le fibre en espaces projectifs ¥{E) — > X 
[...] Localement, F{E)\ij a la structure du produit U x P^~^. On souhaite appliquer la formule 
de Kiinneth pour justifier que □ 

Definition. Avec les notations precedentes, la classe de Chern de E est I'unique element 

n 
k=0 

tel que 

r 

rc.{E) = Uil + c^{E,/E,.^)BC,z) G 0i^^4(r,Z) 

i=i 

On souhaite maintenant definir les classes de Chcrn d'un faisceau coherent. Lc cas le plus 
simple est celui oil Ton suppose X soit projective, soit de Stein. En effet, si JF est un faisceau 
coherent sur la variete projective ou de Stein X, alors il existe une resolution de par des 
faisceaux localement libres, que Ton pent supposer finie de longueur n — dimX d'apres le 
theoreme des syzygies : 

0^E„^ > Eo^ J^^O 

L'axiome des suites exactes pour les classes de Chern nous amene done a definir 

les classes de Chern etant inversibles dans I'anneau de cohomologie puisque cq — 1. 
Dans le cas general, on utilise le resultat classique suivant. 

Proposition 8.3. Soit X une variete complexe et T un faisceau coherent sans torsion sur X. 
Alors il existe une modification ix : X ^ X telle que \x*T soit localement libre. 

Demonstration. Au faisceau coherent on pent associer la variete projective P(^) au dessus 
de X, definie comme suit ([Fis76], paragraphe 1.9.) : on a localement une suite exacte 

et la suite duale 

U xC"" l^U xC" ^ V{J^\u) ^ 

oil les espaces V{J-'\u) dU x C" sc rccollent en un espace lineaire au dessus de X, ce qui permet 
de definir P(^) — > X, la variete projective au dessus de X definie par 

□ 

On pent de plus supposer X lisse a I'aide du theoreme d'Hironaka. On pcut ainsi definir les 
classes de Chern d'un faisceau sans torsion, le cas de la torsion etant traite par recurrence. 
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